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Rettevejledning

Opgave 1. Vi betragter femtegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften
Vze€C:P(z)=2"+2'—2-1.

Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Vis, at udsagnet

er opfyldt.

Lgsning. Ved udgangning af parenteserne ser man, at

VzeC:PR) =G -1D(z+1)=2"+2" -2 1.

(2) Bestem samtlige rodder i polynomiet P.

Lgsning. Pa baggrund af det ovenstaende resultat finder vi, at
Ptz 1=0s2t=1Vz=—12=-1Vz=1Vz=1iVz = —i,

og vi bemeerker, at roden —1 er en dobbeltrod, mens de @vrige rgdder
er simple.



(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lagsning. Viser straks, at differentialligningen (x) har den fuldsteendige
lgsning

x=x(t) = cre”" + cote™" + c3e’ + ¢y cost + cysint,

hvor ¢y, ¢, c3, ¢4, c5 € R.
(4) Godtggr, at differentialligningen (x) ikke er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Da 1 er rod i polynomiet P er differentialligningen (x) ikke
globalt asymptotisk stabil.

(5) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi gaetter pa en lgsning af formen #(t) = Ate’, og vi finder,
at A = 3, sa den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (k) er

v =x(t) = cre”" + cote™" + cze’ + ey cost + cxsint + 3te,

hvor ¢y, o, c3, ¢4, c5 € R.

Opgave 2. Vi betragter 3 x 3 matricen

og vektordifferentialligningerne
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(1)

Bestem egenveerdierne og egenrummene for matricen A.

Lgsning. Matricen A har det karakteristiske polynomium

2-t 0 0
P(t) =det(A—tE) =det [ 0 33—t 4 |=(2-t)(=12t+11),
0 4 9—¢

hvoraf man finder, at egenvaerdierne for A (rg¢dderne i P) er 2,1 og 11.
De tilhgrende egenrum er
V(2) = N(A - 2E) = span{(1,0,0)},
V(1) = N(A— E) =span{(0,2,—-1)}
0og
V(11) = N(A —11F) = span{(0,1,2)}.

Vis, at matricen A er reguleer, og bestem den inverse matrix A~

Lgsning. Da matricen A ikke har egenveerdien 0, er den reguleer, og
vi ser, at

ATV =

S Ol

Bestem den fuldsteendige lgsning for vektordifferentialligningen (§).

Lasning. Vi finder, at vektordifferentialligningen (§) har den fuld-
steendige lgsning

1 0 0
z(t) =cie® | 0 | et | 2 | +eset™| 1],
0 -1 2

hvor ¢y, c9,c3 € R.
Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (§§).

Vi ser, at vektordifferentialligningen (§§) har ligevaegtstilstanden
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hvoraf vi sa ser, at den fuldsteendige lgsning er

1 0 0 -2
z(t)=cie®” | 0 | +ee' | 2 |+ee™| 1|+ =5 |,
0 —1 2 1

hvor ¢y, c9,c3 € R.

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R* — R3, som er givet ved
forskriften

V(z,y,2) € R®: f(z,y,2) = (:E+y~|—22,2x+y2—z,3x2+y+z>.

(1) Bestem Jacobimatricen Df(x,y, z) for vektorfunktionen f i et vilkarligt
punkt (z,y,2) € R3.

Lgsning. Vi finder, at

1 1 2z
Df(z,y,2) = 2 2y —1
6z 1 1

(2) Bestem Jacobimatricen Df(0,0,0), og vis, at Df(0,0,0) er reguleer.

Lgsning. Vi ser straks, at

11 0
DF(0,0,0)=| 2 0 —1 |,
01 1

og at det (Df((), 0, 0)) = —1, hvilket godtger, at matricen er reguleer.

(3) Bestem den inverse matrix (Df(O, 0, 0))71.

Lgsning. Vi far, at

) -1 1 1
(Df£(0,0,0)) =| 2 -1 -1
—2 1 2



(4) Lgs vektorligningen

med hensyn til (z,y, 2).

Lgsning. Da f(0) = 0, far vi, at

T [ -1 1 1 U
y | = (D£(0,0,0)) v =] 2 -1 -1 v | =
z w -2 1 2 w
—u+v+w
2u—v—w .
—2u+v+ 2w
Opgave 4. Vi betragter integralet

I = [ (5—a?+i—i?Vdt= [ [p—a2+E ded
(x)—/o(—x—kx—x)t—/o _x+E_E t

og den funktion F': R?> — R, som har forskriften
V(z,y) € R*: F(z,y) =5 —4a® +y —y*.

(1) Vis, at funktionen F' er strengt konkav overalt pa definitionsmeengden
R2.

Lgsning. Vi ser, at

oF oF
5, (©y) = —8z og afy(r,y) =1-2y,

sa funktionen F har Hessematricen
1 o _8 O
F (I 7y) - ( 0 -9 .

Heraf ses det, at F” er negativ definit, og dermed er F en strengt
konkav funktion.



(2) Bestem den funktion z* = x*(t), der maksimerer integralet I(z), idet

betingelserne z*(0) = 0 og z*(1) = €? — e~ er opfyldt.

Lgsning. Eulers differentialligning for dette variationsproblem, som
abenbart er et maksimumsproblem, er

OF d (OF
Ooxr dt

hvoraf vi far, at
r = x(t) = Ae* + Be "

2

Idet betingelserne z*(0) = 0 og z*(1) = €* — e 2 skal vaere opfyldt,

finder vi, at



